
Statystyka

Lista 1

Niech X1, . . . , Xn, . . . b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkªa-
dzie µ. Piszemy wtedy X1, . . . , Xn, · · · ∼i.i.d µ i sko«czony ci¡g X1, . . . , Xn nazywamy
n-elementow¡ próbk¡ z rozkªadu µ. Dystrybuant¦ empiryczn¡ dla tej próbki de�niujemy
wzorem

F̂n(x) =
1

n

n∑
k=1

I(Xi ≤ x), x ∈ R .

Zad 1. Wyznaczy¢ rozkªad dystrybuanty empirycznej F̂n(x).

Zad 2. Obliczy¢ E(F̂n(x)), Var(F̂n(x)) Cov(F̂n(x), F̂n(y)).

Zad 3. Niech F b¦dzie dystrybuant¡ rozkªadu µ. Pokaza¢, »e ci¡g zmiennych losowych√
n(F̂n(x) − F (x)) jest zbie»ny do rozkªadu normalnego. Zidenti�kowa¢ parametry tego

rozkªadu.

Zad 4. Niech X b¦dzie zmienn¡ losow¡ z ci¡gª¡ dystrybunt¡ F . Wykaza¢, »e F (X) ∼
U(0, 1). Czy zaªo»enie o ci¡gªo±ci F mo»na opu±ci¢?

Zad 5. Zaªó»my (dla uproszczenia, to nie jest istotne), »e dystrybuanta F jest funkcj¡
ci¡gªa i ±ci±le rosn¡c¡, a zatem istnieje funkcja odwrotna F−1 : (0, 1) → R.1 Pokaza¢, »e
je±li U ∼ U(0, 1), to zmienna losowa X := F−1(U) ma dystrybuant¦ F .

Zad 6. Pokaza¢, »e dla funkcji gamma: Γ(a) =
∫∞
0
ta−1e−t dt, a > 0; zachodzi Γ(a + 1) =

aΓ(a). Ponadto, je±li X ∼ N (0, 1), to E(|X|p) =
√

2p/π · Γ((p+ 1)/2).

Zad 7. Niech X, Y b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi odpowiednio o rozkªadach
Gamma(α, λ) oraz Gamma(β, λ). Rozkªad gamma Gamma(α, λ) dla α > 0, λ > 0 ma
g¦sto±¢ dan¡ wzorem:

f(x) =
λα

Γ(α)
xα−1e−λxI(x > 0) .

Wyznaczy¢ rozkªad X + Y .

Zad 8. Niech X1, . . . , Xn, · · · ∼i.i.d N (0, 1). Rozkªad zmiennej losowej

X2
1 + ...+X2

n

oznaczamy χ2(n) i nazywamy rozkªadem chi kwadrat o n stopniach swobody. Wykaza¢, »e
χ2(n) = Gamma(n/2, 1/2).

Zad 9. Niech X i Z b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi oraz X ∼ N (0, 1) i Z ∼ χ2(n).
Rozkªad zmiennej losowej

T =
X√
Z/n

nazywamy rozkªadem t-studenta o n-stopniach swobody i oznaczamy go przez t(n). Wyka-
za¢, »e t(n) jest rozkªadem ci¡gªym o g¦sto±ci danej wzorem

f(x) =
Γ(n+1

2
)

Γ(n
2
)
√
nπ

(
1 +

t2

n

)−n+1
2

.

1W ogólnym przypadku mo»na rozwa»a¢ funkcj¦ dan¡ wzorem F−1(y) := min{x : F (x) ≥ y}.


