Statystyka
Lista 1

Niech Xi,...,X,,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkla-
dzie p. Piszemy wtedy Xi,...,X,, -+ ~jiq p 1 skofczony ciag Xi,..., X, nazywamy
n-elementowq probkqg z rozktadu p. Dystrybuante empiryczng dla tej probki definiujemy

wzorem
n

- 1
Fy(z) = EZH(Xi <z), zcR.
k=1

Zad 1. Wyznaczy¢ rozklad dystrybuanty empirycznej ﬁn(x)
Zad 2. Obliczyé E(F,(x)), Var(E,(z)) Cov(E, (), F,(y)).

Zad 3. Niech F bedzie dystrybuanta rozktadu . Pokazac, ze ciag zmiennych losowych
Vn(F,(z) — F(x)) jest zbiezny do rozktadu normalnego. Zidentifikowa¢ parametry tego
rozktadu.

Zad 4. Niech X bedzie zmienna losowa z ciagla dystrybunta F. Wykazaé, ze F(X) ~
U(0,1). Czy zalozenie o ciaglosci F' mozna opuscic¢?

Zad 5. Zalozmy (dla uproszczenia, to nie jest istotne), ze dystrybuanta F' jest funkcja
ciagla i §cigle rosnaca, a zatem istnieje funkcja odwrotna F~1 : (0,1) — R.! Pokazac, ze
jesli U ~ U(0, 1), to zmienna losowa X := F'~1(U) ma dystrybuante F.

Zad 6. Pokaza¢, ze dla funkcji gamma: ['(a) = [;7t* ‘e~ dt, a > 0; zachodzi I'(a + 1) =
al'(a). Ponadto, jesli X ~ N(0,1), to E(|X|?) = /27/7 - T((p + 1)/2).

Zad 7. Niech XY beda niezaleznymi zmiennymi losowymi odpowiednio o rozktadach
Gamma(a, \) oraz Gammal(fS, \). Rozktad gamma Gamma(a, ) dla > 0, A > 0 ma

gesto$¢ danag wzorem:
6

a—1 —)\II[ 0) .
F(@)x e (x> 0)

fz) =

Wyznaczy¢ rozktad X + Y.
Zad 8. Niech Xi,..., X, - ~;:4 N(0,1). Rozktad zmiennej losowe;j
XP+ ..+ X2

oznaczamy x2(n) i nazywamy rozktadem chi kwadrat o n stopniach swobody. Wykazaé, ze
x*(n) = Gamma(n/2,1/2).

Zad 9. Niech X i Z beda niezaleznymi zmiennymi losowymi oraz X ~ N(0,1)i Z ~ x*(n).

Rozktad zmiennej losowe]
X

VZ/n

nazywamy rozktadem t-studenta o n-stopniach swobody i oznaczamy go przez t(n). Wyka-
zac, ze t(n) jest rozkladem ciaglym o gestosci danej wzorem

1 n+1

- Ff%)\/ﬁ (1 ! %) '

'W ogélnym przypadku mozna rozwazaé¢ funkcje dana wzorem F~!(y) := min{z : F(z) > y}.



